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Overview

二変数 𝑋𝑋,𝑌𝑌 の間の非線形な関係を測る係数の提案

この係数は次のような特性をもつ

• Pearsonの相関係数や、Spearmanの順位相関係数などに代表される古典的な係数と

同じぐらいシンプル

• 変数間の依存度を測れる解釈可能な指標

• 独立性の仮定の下で、簡単な漸近理論が存在
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Background: 

• Pearson’s correlation 
• Spearman’s rank correlation, 𝜌𝜌
• Kendall’s rank correlation, 𝜏𝜏

二変数(𝑿𝑿,𝒀𝒀) の関係性の強さをどうやって測るか？？

古典的な係数

独立性検定

• Maximal information coefficient
• Distance correlation
• Heller-Heller-Gorfine (HHG) test
• Hilbert-Schmidt independence criterion

 線形 or 単調な関係しか測れない

 シンプル
 依存度合いを解釈可能な形で測れる
 p値を計算するための漸近理論がある

𝑋𝑋,𝑌𝑌 の関係の”強さ”は測れない
 計算コストが高い
漸近理論がないため、permutation test/bootstrapが必要

 非線形な関係を検出可能

…
…
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Background: Pearson correlation coefficient

ピアソンの積率相関係数 - Wikipedia

Non-linear

(𝑋𝑋,𝑌𝑌) の線形な関係の強さを測る

: covariance
: variance

値の範囲:

Linear

https://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%83%94%E3%82%A2%E3%82%BD%E3%83%B3%E3%81%AE%E7%A9%8D%E7%8E%87%E7%9B%B8%E9%96%A2%E4%BF%82%E6%95%B0
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%83%94%E3%82%A2%E3%82%BD%E3%83%B3%E3%81%AE%E7%A9%8D%E7%8E%87%E7%9B%B8%E9%96%A2%E4%BF%82%E6%95%B0
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%83%94%E3%82%A2%E3%82%BD%E3%83%B3%E3%81%AE%E7%A9%8D%E7%8E%87%E7%9B%B8%E9%96%A2%E4%BF%82%E6%95%B0
https://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%83%94%E3%82%A2%E3%82%BD%E3%83%B3%E3%81%AE%E7%A9%8D%E7%8E%87%E7%9B%B8%E9%96%A2%E4%BF%82%E6%95%B0


© NTT Communications Corporation All Rights Reserved. 6

Background: Spearman’s rank
𝑋𝑋,𝑌𝑌 の単調な関係の強さを測る

Pearson: 0.84
Spearman: 0.97

Pearson: 0.89
Spearman: 0.99

Pearson: -0.10
Spearman: -0.08

Outlier Monotonic Non-Linear

𝑋𝑋𝑖𝑖 ,𝑌𝑌𝑖𝑖  をランキング 𝑅𝑅 𝑋𝑋𝑖𝑖 ,𝑅𝑅[𝑌𝑌𝑖𝑖] に変換 X Y R[X] R[Y] d

0.13 0.29 5 5 0

0.75 0.41 1 4 -3

0.70 0.92 2 1 1

0.14 0.47 4 3 1

0.33 0.63 3 2 -1

If no tie value
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Background: Hilbert-Schmidt Independence Criterion (HSIC)
Roughly Speaking: データを再生核ヒルベルト空間に射影し、共分散を計算

 独立性検定（パラメトリック） をもちいて非線形な関係を検出

• 帰無仮説 𝐻𝐻0: (𝑋𝑋,𝑌𝑌) は独立
• 対立仮説 𝐻𝐻1 : 𝑋𝑋,𝑌𝑌 は独立じゃない

3. HSIC統計量からp値を計算

2. 優位水準 𝜶𝜶 (e.g. 0.05=95th percentile)  を設定

1. 仮説の設定: 

4. 結論の導出

• もし、 p値 < 優位水準:
• 帰無仮説 𝐻𝐻0 を棄却し、(𝑋𝑋,𝑌𝑌) は独立ではない

Hilbert-Schmidt独立性基準（HSIC） — ごちきか

Pearson: 0.004
P-value: 2.97e-77

HSIC の統計量は独立性の仮定の下で、ガンマ分布に従う（漸近理論）

 統計量を見ただけでは解釈が困難
 計算コストが高い

• HSICは（かなり荒い）漸近理論がたまたまあるが、ほとんどすべての手法は漸近理論がない
• このためPermutation testsやbootstrapといったノンパラメトリック検定が必要

https://gochikika.ntt.com/Features/Hilbert-Schmidt_Independence_Criterion.html
https://gochikika.ntt.com/Features/Hilbert-Schmidt_Independence_Criterion.html
https://gochikika.ntt.com/Features/Hilbert-Schmidt_Independence_Criterion.html
https://gochikika.ntt.com/Features/Hilbert-Schmidt_Independence_Criterion.html
https://gochikika.ntt.com/Features/Hilbert-Schmidt_Independence_Criterion.html
https://gochikika.ntt.com/Features/Hilbert-Schmidt_Independence_Criterion.html
https://gochikika.ntt.com/Features/Hilbert-Schmidt_Independence_Criterion.html
https://gochikika.ntt.com/Features/Hilbert-Schmidt_Independence_Criterion.html
https://gochikika.ntt.com/Features/Hilbert-Schmidt_Independence_Criterion.html
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Purpose

• 古典的な係数と同じぐらいシンプル

• 変数間の依存度を測れる解釈可能性が高い指標

• 値が 0, 1 に制限される

• 0 であれば、(𝑋𝑋,𝑌𝑌) は独立

• 1 であれば可測関数 𝑌𝑌 = 𝑓𝑓(𝑋𝑋)

• 帰無仮説のもとで単純な漸近理論が存在

• パラメトリック検定で独立性の検出が可能

この研究では、二変数(𝑋𝑋,𝑌𝑌) の非線形な関係を測る新しい係数 を提案
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Proposed Method: New coefficient 𝝃𝝃𝒏𝒏
0. 𝑛𝑛個のi.i.d でサンプルされたペアを用意

, 𝑌𝑌 is not const.

1. 𝑋𝑋を基準に昇順にソート

2. 𝑌𝑌 を昇順にランキング付け

𝑋𝑋𝑖𝑖, 𝑌𝑌𝑖𝑖 に同値がないとき

※ ソート, ランクアルゴリズムに 𝑂𝑂 𝑛𝑛 log𝑛𝑛 の計算コスト

:

同値があるとき: 
𝑌𝑌 を昇順にランク付けした 𝑙𝑙𝑖𝑖 を用意して、

3. 係数 𝝃𝝃𝒏𝒏 を計算

※

𝑋𝑋,𝑌𝑌 : 1.2, 1.9 , 0.3, 1.1 , 3.2, 1.7
例: 

𝑋𝑋 𝑖𝑖 ,𝑌𝑌(𝑖𝑖) : 0.3, 1.1 , 1.2, 1.9 , 3.2, 1.7

Sort

𝑟𝑟: 1,3,2

Rank
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Proposed Method: Theorem 1.1

ここで、𝑛𝑛 → ∞のとき, 𝜉𝜉𝑛𝑛(𝑋𝑋,𝑌𝑌) は次式に収束する

𝜇𝜇 is the law of 𝑌𝑌.

For every 𝑡𝑡, 

𝑌𝑌 が 𝑋𝑋の可測関数の時,

𝑋𝑋 と 𝑌𝑌 が独立のとき, 

𝝃𝝃 𝑿𝑿,𝒀𝒀  は [𝟎𝟎,𝟏𝟏] 
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直感的な理解
𝑋𝑋がわかったときに, 𝑌𝑌 をどれだけ説明できるか？

𝑋𝑋,𝑌𝑌 ≔ 𝑋𝑋1,𝑌𝑌1 , … , 𝑋𝑋𝑛𝑛,𝑌𝑌𝑛𝑛  が与えられたとき、Xを基準にデータを整列

𝑋𝑋

𝑌𝑌

𝟏𝟏
𝟐𝟐

3
4 5

6
7

8

𝟏𝟏
𝟐𝟐 3

4
5

6
78

9
𝑌𝑌

𝑋𝑋

𝑋𝑋,𝑌𝑌 に関係あり 𝑋𝑋,𝑌𝑌が独立

隣接するランク差
|𝑟𝑟𝑖𝑖+1 − 𝑟𝑟𝑖𝑖| が小さい

|𝑟𝑟𝑖𝑖+1 − 𝑟𝑟𝑖𝑖| が大きい𝜉𝜉𝑛𝑛 は1に近づく 𝜉𝜉𝑛𝑛 は 0 に近づく



© NTT Communications Corporation All Rights Reserved. 12

Proposed Method: Testing independence

𝝃𝝃𝒏𝒏 𝑿𝑿,𝒀𝒀  を独立性検定につかえる

独立性の仮定のもとで簡単な漸近理論が存在

同様に 𝑌𝑌 が連続でないとき、 𝑛𝑛 → ∞で 𝑛𝑛𝜉𝜉𝑛𝑛 𝑋𝑋,𝑌𝑌 → 𝑁𝑁 0, 𝜏𝜏2  に従う
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Experiment 1: 
General Performance 

Noise increase

シミュレーションデータの条件

• 3 種類の 𝑌𝑌 = 𝑓𝑓 𝑋𝑋
• Linear
• Parabolic
• Sinusoid

• Noise を3つの強度で加える
• サンプルサイズ, 𝑛𝑛 = 100

結果

• 大体関係を捉えられている.
• 𝑛𝑛 = 100のとき、 95thパーセンタイルは

𝜉𝜉𝑛𝑛 𝑋𝑋,𝑌𝑌 = 0.066
• すべての結果の𝜉𝜉𝑛𝑛 はそれよりもずっと大きい

• 𝜉𝜉𝑛𝑛 は公平な(equitable) 係数に見える

• 同じ強度のノイズを与えるとどれも同じようなス

コアになっている

• 数学的に厳密ではないが、直感的

Linear

Para

Sin
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Experiment 2: 
Testing independence (Statistical power)

検出力: 帰無仮説 𝐻𝐻0 が正しくないとき、𝐻𝐻0 を正しく棄却する確率

比較手法（一般的な検定量）

• Maximal information coefficient (MIC)
• Distance correlation (dcor)
• HHG test
• Hilbert-Schmidt independence criterion (HSIC)

シミュレーションデータ (𝑛𝑛 = 100, noise 𝜀𝜀 ∼ 𝒩𝒩 0, 1 , noise parameter 𝜆𝜆 ∈ [0,1])

• Linear: 𝑌𝑌 = 0.5𝑋𝑋 + 3𝜆𝜆𝜆
• Step function: 𝑌𝑌 = 𝑓𝑓 𝑋𝑋 + 10𝜆𝜆𝜆
• W-shaped, 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋 + 0.5 1 𝑋𝑋<0 + 𝑋𝑋 − 0.5 𝑋𝑋≥0 + 0.75𝜆𝜆𝜆
• Sinusoid: 𝑌𝑌 = cos 8𝜋𝜋𝜋𝜋 + 3𝜆𝜆𝜆
• Circular: 𝑌𝑌 = 𝑍𝑍 1 − 𝑋𝑋2 + 0.9𝜆𝜆𝜆, where 𝑍𝑍 is 1 or -1 (random)
• Heteroskedastic: 𝑌𝑌 = 3 𝜎𝜎 𝑋𝑋 1 − 𝜆𝜆 + 𝜆𝜆 𝜀𝜀, where 𝜎𝜎 𝑋𝑋 = 1 if 𝑋𝑋 ≤ 0.5 and 0 otherwise

(不均一分散）
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Experiment 2: 検出力
いい性能: ノイズレベルが上がったときに、検出力（Power）が落ちない 
increases.

滑らかなデータに対しては、パフォーマンスが劣る

振動するような信号に対して𝝃𝝃𝒏𝒏 は検出力が強い
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Experiment 3: Computational cost

Permutation test (200 permutations) 漸近理論

Comparison of run times (in seconds)
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Conclusion
提案する新しい係数は様々な利点が存在する

1. とてもシンプルな式

• 理解が簡単,
• 計算が速い

2. ランクベースの手法のため、外れ値に頑健で、単調変換に対して不変

3. 値の範囲が [0, 1].
• 𝑌𝑌 = 𝑓𝑓(𝑋𝑋) → 𝜉𝜉 = 1
• 𝑋𝑋,𝑌𝑌 が独立 → 𝜉𝜉 = 0

4. 𝑌𝑌 が定数ではないという以外の、 (𝑋𝑋,𝑌𝑌) に対する仮定を必要としない

• 𝜉𝜉𝑛𝑛 はカテゴリカルデータにも適用できる

5. 𝜉𝜉𝑛𝑛 は特に振動するような信号に対する検出力が高い

唯一の欠点： ほかの一般的な独立性検定手法に比べて、なめらかであったり振動しない
ような信号の場合には検出力が劣る



© NTT Communications Corporation All Rights Reserved. 18

コメント

• 数式が煩雑で証明の理解はおいつかない

• 𝜉𝜉 の計算式が唐突にでてきたように見えるが、どうもよく調べると、[H.Dette et.al., 2013]によって

提案されたコピュラベースの手法を、ランクベースで楽に解けるようにしたって話みたい

• 条件付き( 𝑇𝑇 𝑌𝑌,𝑍𝑍 𝑋𝑋  )の場合もChatterjeeによってのちに提案されている

• 利用できる場所はいろいろありそう。後続研究ではこのあたりの分野でよく使われていそう

• 因果

• 特徴量選択

[H.Dette et.al. 2013] A Copula-Based Non-parametric Measure of Regression Dependence

https://www.semanticscholar.org/paper/A-Copula%E2%80%90Based-Non%E2%80%90parametric-Measure-of-Regression-Dette-Siburg/152d3db1d229653530383c9e8ac88862703ec7f1
https://www.semanticscholar.org/paper/A-Copula%E2%80%90Based-Non%E2%80%90parametric-Measure-of-Regression-Dette-Siburg/152d3db1d229653530383c9e8ac88862703ec7f1
https://www.semanticscholar.org/paper/A-Copula%E2%80%90Based-Non%E2%80%90parametric-Measure-of-Regression-Dette-Siburg/152d3db1d229653530383c9e8ac88862703ec7f1
https://www.semanticscholar.org/paper/A-Copula%E2%80%90Based-Non%E2%80%90parametric-Measure-of-Regression-Dette-Siburg/152d3db1d229653530383c9e8ac88862703ec7f1
https://www.semanticscholar.org/paper/A-Copula%E2%80%90Based-Non%E2%80%90parametric-Measure-of-Regression-Dette-Siburg/152d3db1d229653530383c9e8ac88862703ec7f1
https://www.semanticscholar.org/paper/A-Copula%E2%80%90Based-Non%E2%80%90parametric-Measure-of-Regression-Dette-Siburg/152d3db1d229653530383c9e8ac88862703ec7f1
https://www.semanticscholar.org/paper/A-Copula%E2%80%90Based-Non%E2%80%90parametric-Measure-of-Regression-Dette-Siburg/152d3db1d229653530383c9e8ac88862703ec7f1
https://www.semanticscholar.org/paper/A-Copula%E2%80%90Based-Non%E2%80%90parametric-Measure-of-Regression-Dette-Siburg/152d3db1d229653530383c9e8ac88862703ec7f1
https://www.semanticscholar.org/paper/A-Copula%E2%80%90Based-Non%E2%80%90parametric-Measure-of-Regression-Dette-Siburg/152d3db1d229653530383c9e8ac88862703ec7f1
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Appendix: Subsequent researches 

• Azadkia and Chatterjee (2021). “A simple measure of conditional dependence”

• Conditional Dependence Coefficient measures if 𝑌𝑌 is a function of 𝑍𝑍|𝑋𝑋 (represented at 𝑇𝑇 𝑌𝑌,𝑍𝑍 𝑋𝑋 )
• Use for Feature Selection

• Lin and Han(2021) “On boosting the power of Chatterjee's rank correlation”

• Modified Chatterjee’s rank correlation.
• Overcome the “Only one Disadvantage”

Only one Disadvantage: less power than several popular tests of independence when 
the signal is smooth and non-oscillatory

https://arxiv.org/abs/1910.12327
https://arxiv.org/abs/1910.12327
https://arxiv.org/abs/1910.12327
https://arxiv.org/abs/1910.12327
https://arxiv.org/abs/1910.12327
https://arxiv.org/abs/1910.12327
https://arxiv.org/abs/1910.12327
https://arxiv.org/abs/1910.12327
https://arxiv.org/abs/2108.06828
https://arxiv.org/abs/2108.06828
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Appendix: Remarks

Maximum and minimum possible value of 𝜉𝜉𝑛𝑛 𝑋𝑋,𝑌𝑌

If there are no ties among the 𝑌𝑌𝑖𝑖 ’s

Max: 
𝑛𝑛 − 2
𝑛𝑛 + 1

This can be less than 1 for small 𝑛𝑛.
e.g. 𝑛𝑛 = 20, maximum possible value is 0.86

Min: −
1
2 + 𝑂𝑂 ⁄1 𝑛𝑛

This can be less than 0 !

Theorem 1.1 only applies to i.i.d samples

When a negative value of 𝜉𝜉𝑛𝑛 : the data does not resemble an i.i.d sample.
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